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Resumo 
Feixes de elétrons clínicos são compostos por uma mistura de elétrons e fótons de freamento. O espectro de energia de 
elétrons clínicos entende-se como a justaposição de duas componentes: componente eletrônica e componente fotônica. A 
componente fotônica ou espectro de fótons contaminantes pode ser obtido através de três vias: 1) Modelamento da fonte 
primaria; 2) Medição direta; 3) Reconstrução inversa. Neste artigo propõe-se um método de reconstrução inversa do 
espectro de energia dos fótons contaminantes baseado na fórmula Schiff e o algoritmo de recozimento simulado 
generalizado. 
Palavras-chave: dose; fótons contaminantes; Schiff; recozimento simulado generalizado; Matlab; PENELOPE. 
 
Abstract 
Clinical electron beams are composed of a mixture of pure electrons and bremsstrahlung photons. The energy spectrum of 
clinical electron beam is composed by two components: electronic and photonic components. Photonic component named 
energy spectrum of photon beam can be obtained through three ways: 1) Modelling source; 2) Direct measurement and 3) 
Reconstruction. In this article it’s proposed an inverse reconstruction method of the energy spectra of photon contamination 
based on Schiff formula and generalized simulated annealing algorithm.by a semicolon. References should be numbered 
and quoted according to the order of appearance in the article. 
Keywords: dose; photon contamination; Schiff; generalized simulated annealing; Matlab; PENELOPE.  
 
 

1. Introdução 
Feixes de elétrons clínicos são compostos por uma 

mistura de elétrons puros e fótons de freamento 
(bremsstrahlung) produzidos nas estruturas internas 
do cabeçote do acelerador, no ar e dentro do fantoma 
de água. O conhecimento acurado dessas duas 
componentes de bremsstrahlung é importante tanto 
para o cálculo acurado da dose quanto para o 
planejamento do tratamento1. 

A componente da dose de bremsstrahlung gerada 
no cabeçote do acelerador, conhecida como dose 
dos fótons contaminantes é predominante em feixes 
de elétrons com folhas espalhadoras, enquanto a 
dose de bremsstrahlung gerada no fantoma domina 
em feixes de elétrons de varredura1.  

Em aceleradores lineares (feixes de elétrons com 
folhas espalhadoras), a contribuição dos fótons de 
freamento gerada no fantoma pode ser omitida para 
feixes com energia nominal menor do que 18 MeV2. 
Contudo, na medida em que a energia nominal do 
feixe e o número atómico dos materiais do fantoma 
aumentam, essa contribuição não pode continuar a 
ser ignorada2,3. 

 
 

 
A contribuição total dos fótons de freamento 

aparece como uma cauda tênue que diminui 
lentamente com a profundidade além do alcance 
máximo dos elétrons3 na curva da porcentagem de 
dose em profundidade (PDP) dos elétrons clínicos. 

A curva da dose dos fótons contaminantes de feixes 
de elétrons clínicos possui uma forma similar à dose 
dos fótons de raios-x de megavoltagem: região de 
build-up próxima da superfície; profundidade de 
máxima dose deslocada em profundidade e região de 
queda exponencial2-4. 

O espectro de energia de elétrons clínicos pode ser 
entendido como a justaposição de duas componentes 
puras: componente eletrônica e componente fotônica. 
O espectro de energia de elétrons clínicos é útil para 
o cálculo acurado da dose. Métodos matemáticos 
para a derivação do espectro de elétrons têm sido 
reportados5,6. 

Consequentemente, em um espectro de energia de 
elétrons, além do espectro dos elétrons puros, existe 
um espectro dos fótons contaminantes. Em artigos 
anteriores7,8, descrevemos como o espectro dos 
elétrons puros pode ser obtido, neste artigo o foco é 
determinar o espectro dos fótons contaminantes. 
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Existem, ao menos, três abordagens pelas quais o 
espectro de energia dos fótons contaminantes 
poderia ser derivado9:  

1) Modelamento da fonte de radiação. 
2) Medição direta. 
3) Reconstrução inversa. 
Modelamento da fonte de radiação: exige o 

conhecimento da estrutura geométrica do cabeçote e 
de algum método Monte Carlo de simulação da 
radiação, como por exemplo PENELOPE, GAMOS 
ou FLUKA. 

Medição direta: consiste na medição experimental 
da distribuição energética de fótons que atingem a 
superfície do fantoma usando um espectrómetro de 
espalhamento Compton. 

Reconstrução inversa: extrai o espectro dos fótons 
contaminantes da dose dos fótons contaminantes e 
via a equação integral de Fredholm ou por meio do 
método analítico da fórmula aprimorada de Schiff. 

Previamente, alguns autores têm realizado esforços 
para decifrar o espectro de energia de fótons de 
megavoltagem e fótons contaminantes2,9-11.  

Deng et al (2001), reconstruíram o espectro de 
energia de fótons contaminantes por meio do 
algoritmo “random creep” auxiliado por resultados 
provenientes de simulações Monte Carlo. 

Juste et al (2013), derivaram o espectro de energia 
de fótons de um acelerador linear se apoiando em um 
método de dispersão analítica. 

Li et al (2011) obtiveram espectros de fótons de 
raios-X de alta energia se baseando em modelos 
matemáticos (equação integral de Fredholm e 
Fórmula Schiff) e dados de dose em profundidade. 

No presente trabalho se propõe a solução do 
problema inverso: reconstruir o espectro de energia 
dos fótons contaminantes (causa) a partir da dose 
dos fótons contaminantes (efeito) conhecida, em 
contraposição ao problema direto: determinar a dose 
dos fótons contaminantes (causa) a partir do espectro 
de energia dos fótons contaminantes (efeito) 
previamente conhecido. Para resolver o problema 
inverso foi utilizada uma metodologia exclusivamente 
matemática baseada no método analítico da fórmula 
Schiff e no algoritmo de recozimento simulado 
generalizado. Os resultados mostram um aceitável 
acordo entre a dose dos fótons contaminantes 
original e a dose dos fótons contaminantes obtida a 
partir do espectro dos fótons contaminantes 
reconstruídos, exceto na região próxima da 
superfície. Assim sendo, conclui-se que o método 
analítico é adequado para essa finalidade, mas 
precisa ser aprimorado. 

2. Materiais e Métodos 
A determinação do espectro de energia dos fótons 

contaminantes pressupõe o conhecimento prévio das 
curvas de doses contaminantes e a matriz de curvas 
de dose em profundidade monoenergéticas de raios-
x de alta energia2,7. Isto se fez em várias etapas. 

A primeira etapa é a elucidação da dose dos fótons 
contaminantes para cada energia nominal dos feixes 
de elétrons estudados. Em Visbal & Da Costa (2017) 
detalha-se o procedimento de cálculo da dose dos 

fótons contaminantes a partir de curvas de 
percentagem de dose em profundidade (PDP) de 
elétrons clínicos. 

Na segunda, as curvas de dose em profundidade 
dos fótons monoenergéticos são simuladas utilizando 
PENELOPE. A configuração geométrica da 
simulação consistiu de uma fonte pontual colocada 
no vácuo 100 cm acima de um fantoma semi-infinito 
de água, com apertura angular de 2,86º, desenhando 
um feixe piramidal de tamanho de campo 10x10 cm2.  
O número total de feixes monoenergéticos variou de 
0,125 MeV a 18 MeV em intervalos de 0,125 MeV. A 
dose dos fótons monoenergéticos foi registrada a 
cada 0,2 cm de profundidade (largura do pixel) até 
uma profundidade máxima de 15 cm.  

A terceira etapa está relacionada com o uso da 
fórmula analítica de Schiff11-13 dada pela Equação (1): 
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A variável 𝑍 é o número atómico efetivo dos 

materiais atenuantes, 𝑇 é a energia total dos elétrons 
incidentes no alvo em MeV, 𝑡 é a espessura hipotética 
do alvo em cm e 𝜇(𝐸) é o coeficiente de atenuação 
linear dos materiais do alvo em cm-1. 

A fim de considerar as diversas formas geométricas 
dos sistemas de filtros dos aceleradores lineares, 
Deng et al (2001) propuseram a introdução da função 
log-normal, 
 
              	𝑓(𝐸) = 𝑐𝑒(FGH(*/*J)/KL

M/6,																						(2) 
 

em que, 𝐸O é a energia pico, 𝑎, a largura à meia altura 
do pico e, 𝑐, uma constante de normalização. 

Li et al (2011) introduziram a Eq. (2) na Eq. (1), por 
meio do produto 𝑓(𝐸). 𝜑(𝐸),  
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para assim obter a que eles denominaram, Fórmula 
Aprimorada de Schiff. 

A Eq. (3) é definida por apenas por seis parâmetros: 
𝑇, 𝑍, 𝑡, 𝑎, 𝑐	𝑒	𝐸O. 

A quarta etapa consiste na minimização da norma 
residual, 
 

	𝑚𝑖𝑛 VW𝐷(𝑥, 𝐸)𝜓(𝐸) − 𝐷Z[(𝑥)W
6\,														(4) 

 
onde 𝐷(𝑥, 𝐸) é a matriz de curvas de dose de fótons 
monoenergéticos e 𝐷Z[(𝑥) a dose dos fótons 
contaminantes de um feixe de elétrons clínicos de 
energia nominal 𝐸 registrada no vetor profundidade 𝑥.  
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A minimização da Eq. (4) se faz por meio da função 

GSA de recozimento simulado generalizado (qv = 
2,62, qa = -5, 1000 iterações). O algoritmo de 
recozimento simulado generalizado tem-se explicado 
em um outro artigo nosso14.  

Por simplicidade, tomou-se, 𝑐 = 1. O número 
atómico 𝑍 é encontrado pela fórmula de Murty 
(1965)15, supondo que os materiais degradantes 
formam um composto de rênio-tungstênio. 

Os dados de entrada ao não terem sido simulados 
nem obtidos experimentalmente, foram aproximados 
como sendo 𝑇 = 𝐸, 𝑎 = 𝐹𝑊𝐻𝑀 e 𝑡 = 𝑟𝑎𝑛𝑑.  𝐹𝑊𝐻𝑀 é 
a largura à meia altura do feixe de elétrons clínicos, 
obtida pela expressão geral para o alcance 
terapêutico de um feixe degradado16 (Eq. (13) em 
Brahme & Svensson (1979)); 𝑟𝑎𝑛𝑑 é um número 
aleatório entre 0 e 117 e 𝐸O, a energia pico do feixe de 
elétrons18. 

Os valores dos quatro parâmetros foram restritos 
nas faixas a seguir: 
 

										𝑅𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖çõ𝑒𝑠 h

0.1 ≤ 𝑇 ≤ 𝐸[
0.01 ≤ 𝑡 ≤ 100
0.1 ≤ 𝐸O ≤ 𝐸[
0.01 ≤ 𝑎 ≤ 100

,																					(5) 

 
em que 𝐸[ é a energia de corte do feixe de elétrons 
clínico. 

A energia de corte foi calculada através da equação 
empírica, 
 

																									𝐸[ = 2.2𝑅O + 𝐸/5.																										(6) 
 
𝑅O é o alcance prático localizado na profundidade 

do 10% na curva de PDP dos elétrons clínicos de 
energia nominal 𝐸19. 

O número de eventos simulados foi 2x108. La 
incerteza estadística (3 desvios padrões) foi menor 
do que 3% na profundidade do alcance máximo da 
PDP dos elétrons clínicos. A incerteza vem dada pelo 
mesmo PENELOPE. 
 
3. Resultados 

Na Figura 1 são mostrados os espectros de energia 
dos fótons contaminantes reconstruídos a partir da 
minimização da Eq. (4). 

A comparação entre a dose dos fótons 
contaminantes reconstruída (obtida em PENELOPE a 
partir do espectro dos fótons contaminantes 
reconstruído) e a original (calculada por meio do 
método descrevido em Visbal & Da Costa (2017)), 
para feixes de elétrons de energia nominal 6, 9, 12 e 
15 MeV é apresentada na Figura 2. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figura 1. Espectros de energia dos fótons contaminantes 
reconstruidos para feixes de elétrons clínicos de energia nominal 
de (a) 6 MeV, (b) 9 MeV, (c) 12 MeV e (d) 15 MeV. 
 
 

 
 
Figura 2. Comparação entre a dose dos fótons contaminantes 
reconstruída e original, relativa ao máximo da dose clínica (elétrons 
mais fótons), para feixes de elétrons clínicos de energia nominal 
de (a) 6 MeV, (b) 9 MeV, (c) 12 MeV e (d) 15 MeV. 
 

Entretanto, na Figura 3, ilustra-se a comparação 
entre a PDP dos elétrons puros somada com a dose 
dos fótons contaminantes reconstruída (curva 
vermelha) e somada com a dose dos fótons 
contaminantes original (curva azul). 
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Figura 3. Comparação entre as PDP dos elétrons clinicos usando 
a dose dos contaminantes, original e reconstruida, para feixes de 
energia nominal de (a) 6 MeV, (b) 9 MeV, (c) 12 MeV e (d) 15 MeV. 
 

Na tabela 1 observam-se os erros médios absolutos 
(EMA) entre a dose dos fótons contaminantes original 
e reconstruída e entre as PDP dos elétrons puros com 
a dose dos contaminantes original e reconstruída, 
para os feixes de elétrons de energia nominal de 6, 9, 
12 e 15 MeV. 
 
Tabela 1. Erro médio absoluto da comparação entre as doses de 
fótons contaminantes original e reconstruidas (CDfco-r) e entre a 
PDP dos elétrons com as doses de fótons contaminantes original 
e reconstruidas (CPDPo-r), pp: pontos percentuais. 

Energia Nominal do Feixe 
de Elétrons (MeV) 

Erro Médio Absoluto (EMA) 
(pp) 

CDfco-r CPDPo-r 
6 0,016 0,016 
9 0,034 0,031 

12 0,032 0,031 
15 0,052 0,054 

Fonte: o autor. 
 
4. Discussão 

Como visto na Fig. 1, o espectro de energia dos 
fótons contaminantes é composto por um pico em 
baixa energia seguido por uma curva descendente 
para altas energias de baixa ponderação espectral. 

A energia de pico nos espectros de fótons 
contaminantes tende a subir conforme aumenta a 
energia nominal do feixe de elétrons, sendo 
localizada em 0,1 MeV, 0,1 MeV, 0,4 MeV e 0,5 MeV 
para os feixes de 6, 9, 12 e 15 MeV de energia 
nominal respectivamente. Isto contrasta com os 
resultados de Deng et al (2001) em que a energia do 
pico não mudou com a energia nominal do feixe de 
elétrons. 

Na Fig. 2, as maiores discrepâncias entre as curvas 
de dose dos contaminantes apresentaram-se em 
feixes de energia nominal mais baixa, particularmente 
perto da superfície, nos quais a incidência da dose 
dos fótons não é definitiva2,7.  

Apesar destas diferenças entre as doses dos 
contaminantes, na Fig. 2, os erros médios absolutos 
mostrados na Tab.1, não se traduzem em 
desacordos clinicamente inaceitáveis nas PDP dos 

elétrons posto que, como claramente nota-se na Fig. 
3, qualquer diferença entre elas é imperceptível.  

Muito embora dos nossos resultados não serem 
ótimos quanto os de Deng et al (2001), vale frisar que 
nós utilizamos um método puramente matemático, 
enquanto Deng et al (2001) usufruíram da Simulação 
Monte Carlo para conhecer, antecipadamente, os 
valores de 𝑎 e  𝐸O. 

Afinar o delta de energia talvez poderia conduzir a 
um melhor ajuste entre as curvas da Fig. 2, que 
significaria um espectro dos fótons contaminantes 
mais próximo do real. Assim mesmo, o conhecimento 
apropriado da faixa de variação dos parâmetros 
poderia conduzir a uma situação mais realista. 

Por outra parte, observou-se que mudando os 
valores de qa e qv para -5 e 2,7, respectivamente, não 
se encontraram melhoras apreciáveis no espectro 
reconstruído. Além disso, quando se adicionou uma 
função de regularização à Eq. (4), ao não se ter um 
valor inicial do espectro dos fótons contaminantes, 
não houve uma melhoria apreciável. Inclusive, os 
resultados pioraram para valores altos do parâmetro 
de regularização.  

Acreditamos que o uso de um método auxiliar para 
estabelecer um valor inicial do espectro de fótons 
contaminantes poderia melhorar os resultados, uma 
vez que aprimoraria a funcionalidade da função de 
regularização. Também, é possível que o aumento do 
número de iterações possa resultar em melhores 
resultados embora à custa do incremento no tempo 
de cálculo. 

A reconstrução do espectro de energia dos fótons 
contaminantes faz parte de um processo escalonado 
cujo intuito é a derivação do espectro de energia dos 
elétrons clínicos. Com efeito, o espectro dos fótons 
contaminantes constitui a última etapa que começa 
com a reconstrução do espectro puro dos elétrons, 
continuando com a extração da dose dos fótons 
contaminantes. Para uma melhor compreensão, 
recomendamos revisar os nossos anteriores 
trabalhos Visbal & Da Costa (2016), Visbal & Da 
Costa (2017) e Visbal & Da Costa (2019). 

O software utilizado para o processamento dos 
dados foi: MATLAB® R2015a, Windows 7, SP1. CPU: 
2,3GHz e RAM: 4Gb. 

 
5. Conclusões 

O método de reconstrução de espectro de fótons 
contaminantes, baseado na fórmula aprimorada de 
Schiff e o algoritmo de recozimento simulado, 
demonstrou resultados aceitáveis do ponto de vista 
prático. 

Informação a priori acerca dos parâmetros de 
entrada, dentre eles o espectro inicial, poderia 
melhorar os resultados, sobretudo na região próxima 
da superfície, para feixes de energia mais baixa. 

A despeito de terem se mudados os parâmetros de 
entrada de GSA (qa e qv), os resultados não foram 
aprimorados significativamente. O uso de uma função 
de regularização também não deu certo, 
provavelmente pela falta do espectro inicial de 
referência. 
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